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СИМВОЛИКА И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Геометрические фигуры: 
Ф (фи – прописная буква греческого алфавита) – геометрическая фигура 
А, В, С,... или 1, 2, 3,... (прописные буквы латинского алфавита или арабские 

цифры) – точки пространства. 
а, Ь, с, ... (строчные буквы латинского алфавита) – прямые или кривые линии 

пространства. 
(АВ) – прямая, проходящая через точки А и В. 
[АВ) – луч с началом в точке А. 
[АВ] – отрезок прямой, ограниченный точками А и В.    
АВ – длина отрезка [АВ], расстояние от точки А до точки В.   
А, а – расстояние от точки А до прямой а.   
А, Г – расстояние от точки А до плоскости Г.   
Г (гамма),  (дельта),  (ламбда),  (сигма),  (пси) и другие прописные бу-

квы греческого алфавита – поверхности.   
<ABC или , ,  (строчные буквы греческого алфавита) – углы.   
АВС – величина угла в градусах.   
П1 – горизонтальная плоскость проекций,   
П2 – фронтальная плоскость проекций,   
П3 – профильная плоскость проекций,   
П4, П5,... – остальные плоскости проекций.   
А1, А2, А3 – проекции точки А (горизонтальная, фронтальная, профильная).   
l1 , l2 , l3    – проекции линии l  (горизонтальная, фронтальная, профильная).   
Г1(А1, В1, С1), Г2(А2, В2 ,С2), Г3(А3, В3, С3) проекции плоскости Г(АВС), про-

ходящей через точки А, В и С (горизонтальная, фронтальная, профильная). 
А – бесконечно удаленная точка,   
а – бесконечно удаленная прямая,   
Г – бесконечно удаленная плоскость.   

 
Отношения между геометрическими фигурами:  

// – параллельность двух геометрических фигур, 
 – перпендикулярность,  
 . – скрещивающиеся прямые, 
 – пересечение геометрических фигур (множеств), 
= – равны, совпадают или результат пересечения геометрических фигур, 
 – конгруэнтность.  

 
Геометрические преобразования:  

 – отображается.  
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Множества, операции над ними и отношения между множествами 
A, B, C, ... – множества. 
 – пустое множество. 
a, b, c, ...– элементы множества. 
{...} – состоит из, например: M = {a, b, c} – М есть множество, состоящее из 

элементов a, b, c (и только из них). M = {a:P(a)} – множество, состоящее из таких 
а, которые обладают свойством Р, например: M={N:(/ON/=R)} – M есть множество 
таких точек N, расстояние которых до точки О равно R (окружность на плоскости 
или сфера в пространстве). 

 или  – принадлежность, например: 
а) A  l – точка А принадлежит прямой l, 
б) b  M – прямая b проходит через точку М или прямая b содержит точку М, 

 – не принадлежит. 
  или  – включение (являются частью, подмножеством, содержится в..., 

включает, содержит в себе).Например: 
а) a  Г – прямая а принадлежит плоскости Г (понимается в смысле: множество 
точек прямой а есть подмножество множества всех точек плоскости Г), 
б) Г  a – плоскость Г проходит через прямую а или плоскость Г содержит в себе 
прямую а. 

 – объединение множеств, например, ABCD = [AB] [BC] [CD] – ломаная 
линия есть объединение отрезков.  

– пересечение множеств, например:  
а) b    Г прямая b есть пересечение  и Г. 
б) l  m =  – пересечением прямых является пустое множество, т. е. прямые па-
раллельны или скрещиваются. 
 

Логические операции  
 – соответствует союзу "и". 
 – соответствует союзу "или". 
 – логическое следование, означает "если..., то" 
 – в том и только в том случае, если... . 



 5

ВВЕДЕНИЕ 
В курсе начертательной геометрии можно выделить три основных класса за-

дач: позиционные, метрические и комбинированные.  Задачи каждого класса име-
ют свои особенности и соответствующие им приемы решения. 

Позиционными называются задачи, в которых определяется относительное 
положение или общие элементы геометрических фигур.  Задачи, связанные с из-
мерением расстояний и угловых величин, называются метрическими. К классу 
комбинированных относятся задачи, рассматривающие совместно в различных со-
четаниях позиционные и метрические свойства геометрических фигур. В каждом 
классе, в свою очередь, можно выделить особую группу задач, в которых на иско-
мое наложено два или более условий. Эти задачи называются комплексными. 

Любую задачу, независимо от ее принадлежности к тому или иному классу, 
нужно сначала решить в пространстве – уяснить содержание и последовательность 
тех пространственных операций, при помощи которых определяются искомые 
элементы. В некоторых случаях для этого можно использовать модели или на-
глядные изображения. Алгоритм решения задачи в пространстве необходимо сим-
волически записать, пользуясь примерами, данными в пособии . Только после это-
го можно переходить к графической реализации алгоритма – решению задачи на 
комплексном чертеже. Для  этого необходимо уметь выполнять на комплексном 
чертеже построения, основанные на определенных теоретических положениях 
курса. Они перечислены в 1 и названы элементарными задачами. 

При решении задач надо иметь в виду, что начертательная геометрия опери-
рует не с самими геометрическими фигурами, а с их проекциями, и требование ус-
ловия «построить», «определить», «найти» и т.п. означает, что нужно построить 
проекции (не менее двух) искомых геометрических фигур. Геометрическая фигура 
— любое множество точек. 

 
 1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ЗАДАЧИ 

Задачи на принадлежность 
Линия принадлежит поверхности, если все точки линии принадлежат по-

верхности. 
Точка принадлежит поверхности, если она принадлежит линии, принадле-

жащей поверхности. 
Если две точки прямой линии принадлежат плоскости, то к все точки этой 

прямой принадлежат данной плоскости. Если точка принадлежит линии, то проек-
ции точки принадлежат соответствующим проекциям линии и одной и той же ли-
нии связи. 

1. Построить точку, принадлежащую данной прямой (рис. 1). 
На рис. 1, а дано исходное условие задачи — прямая l общего положения. На 

рис. 1, б построена точка А  l. 
2. Построить вторую проекцию точки, принадлежащей прямой, если одна 

проекция точки задана. 
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На рис. 1, в дано исходное условие задачи — горизонталь h и фронтальная 
проекция B2 принадлежащей ей точки В. На рис. 1, г задача решена. 

 
Рис. 1 

3. Через данную точку провести прямую общего или частного положения. 
На рис. 1, д дано исходное условие задачи — точка А. На рис. 1, е, ж, и  че-

рез точку А проведены соответственно прямая l  A общего положения, фронталь-
но проецирующая прямая i  A, профильная прямая р  A. 

4. Построить линию, принадлежащую данной поверхности (рис. 2, 3): 
1) П л о с к о с т и. 
На рис. 2, а дано исходное условие задачи — плоскость Г(АВС) общего по-

ложения. На рис. 2, б построены принадлежащие ей прямые l и m общего положе-
ния, каждая из которых определена двумя точками — l(1 – 2)  Г, 
m(3 – С)  Г. На рис. 2, в построены принадлежащие плоскости Г(АВС) горизон-
таль h(1 – С)  Г, фронталь f(2 – С)  Г, профильная прямая p(3 – 4)  Г. На рис. 
2, г, д, в построены прямые общего положения, принадлежащие соответственно 
фронтально, горизонтально и профильно проецирующим плоскостям —  
l   m   n  . 

2) М н о г о г р а н н о й  п о в е р х н о с т и. 
На рис. З, а построены прямолинейные отрезки [1 – 2] и [5 – 3], принадле-

жащие поверхности пирамиды, на рис. З, б — [1 – 2], принадлежащий поверхности 
призмы. 
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Рис. 2 

 
3) К р и в о й  п о в е р х н о с т и. 
На рис. 3, в, г, д построены прямолинейные образующие l(l1l2) и параллели 

m(m1m2), принадлежащие линейчатым поверхностям вращения, на рис. 3, е – пря-
молинейная образующая l(l1l2) и окружность m(m1m2), принадлежащие поверхно-
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сти эллиптического цилиндра с круговым основанием, на рис. 3, ж, и построены 
параллели m и l , принадлежащие нелинейчатым поверхностям вращения. 

5. Построить вторую проекцию линии, принадлежащей данной поверхности, 
если одна проекция линии задана (рис. 2, 4): 

1) П л о с к о с т и. 
На рис. 2, ж дано исходное условие задачи — плоскость Г(а//b) и горизон-

тальная проекция [А1В1] принадлежащего ей отрезка [АВ]. На рис. 2, м показано ее 
решение. На рис. 2, к дано исходное условие — горизонтально проецирующая 
плоскость  и фронтальная проекция l2 принадлежащей ей прямой l. На рис. 2, л 
задача решена. 

2) М н о г о г р а н н о й  по в е р х н о с т и. 
На рис. 4, а дано исходное условие задачи — фронтальная проекция l2 линии 

l, принадлежащей. поверхности призмы. На рис. 4, б задача решена. 
3)   К р и в о й   п о в е р х н о с т и. 
На рис. 48, в, д, ж  дана одна из проекций линии, принадлежащей соответст-

венно поверхностям конуса, сферы, тора. На рис. 4, г, е, и показано решение зада-
чи. 

Рис. 4 
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6. Через данную прямую провести плоскость общего или частного положе-
ния (рис. 5). 

На рис. 5, а дано исходное условие задачи — прямая а. На рис. 5, б, в, г, д 
соответственно проведены плоскость общего положения Г(a  b)  a, фронтально 
проецирующая плоскость   a, горизонтально проецирующая плоскость   a, 
профильно проецирующая плоскость   а. 

Рис. 5 
 

7. Построить точку, принадлежащую поверхности (рис. 6): 
1) П л о с к о с т и. 
На рис. 6, а, б построены точки, принадлежащие соответственно плоскости 

общего положения и фронтально проецирующей плоскости. 
2) М н о г о г р а н н о й  п о в е р х н о с т и. 
На рис. 6, в построена точка М, принадлежащая поверхности пирамиды 

SABC. 
3) К р и в о й   п о в е р х н о с т и. 
Точки, принадлежащие поверхностям конуса, прямого геликоида, наклонно-

го геликоида, гиперболического параболоида, построены соответственно на 
 рис. 6, г, д, е, ж. 

Примечание: Любая линия представляет собой множество точек, поэтому 
построение произвольной. линии, принадлежащей поверхности, основано на мно-
гократном решении рассмотренной элементарной задачи № 7. Для примера на  
рис. 6, и, к показано построение произвольных линий, принадлежащих соответст-
венно поверхностям сферы и конуса. 

8. Построить вторую проекцию точки, принадлежащей данной поверхности, 
если одна ее проекция задана (рис. 7): 

1) П л о с к о с т и. 
На рис. 7, а, б даны соответственно исходное условие и построение точки А, 

принадлежащей плоскости Г(l  m) общего положения. 
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Рис. 6 



 11
Рис. 7 
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2) М н о г о г р а н н о й  п о в е р х н о с т и. 
На рис. 7, в, г  даны соответственно исходное условие и построение точек А 

и В, принадлежащих поверхности пирамиды. 
3) К р и в о й   п о в е р х н о о т и. 
На рис. 7, д, в даны соответственно исходное условие и построение точек M 

и N , принадлежащих поверхности цилиндра вращения, на рис. 7, ж, и — исходное 
условие и построение точек А и В, принадлежащих поверхности сферы, на 
рис. 7, к, л –– исходное условие и построение точек А и В, принадлежащих по-
верхности тора, на рис. 7, м, н — исходное условие и построение точки С, принад-
лежащей поверхности коноида с плоскостью параллелизма П2. 

 
Задачи на относительное положение геометрических фигур 

Рис. 8 
 
а) П а р а л л е л ь н о с т ь. 
Если прямые параллельны, то их одноименные проекции параллельны. Для 

прямых общего положения справедливо и обратное утверждение: если одноимен-
ные проекции прямых параллельны, то данные прямые параллельны. Линии уров-
ня параллельны, если их проекции на параллельную им плоскость проекций па-
раллельны. 

Построение чертежей взаимно параллельных прямой и плоскости и двух па-
раллельных плоскостей основано на теоремах стереометрии: если прямая парал-
лельна какой–либо прямой., принадлежащей плоскости, то данные прямая и плос-
кость параллельны; если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответст-
венно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллель-
ны. 

9. Через данную точку провести прямую, параллельную данной прямой  
(рис. 8). 
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На рис. 8, а дано исходное условие задачи — A(A1A2) и l(l1l2), а на рис. 8, б 
проведена прямая l(A1l1 l1  A2 l l2) через точку А параллельно прямой l. На 
рис. 8, в через точку А проведена прямая p(A1p1 p1  A2 p p2) параллельная 
заданной профильной прямой p. 

10. Через данную точку провести прямую, параллельную данной плоскости 
(рис. 9) . 

Рис. 9 
 
На рис. 9, а дано исходное условие — плоскость Г(a  b) и точка А; на 

рис. 9, б – решение задачи А bГ, так как А1 b1 b1  А2 b2 b2, на рис. 9, л  
дано второе решение – А lГ, A  n   h так как А1 l1 l1  А2 l2 l2. На рис. 9, 
г, д, е через заданную точку А проведены прямые, параллельные заданным про-
ецирующим плоскостям. 

11. Через данную точку провести плоскость, параллельную данной прямой. 
Решение задач 10 и 11 выполняется на основании одной и той же теоремы стерео-
метрии. 

12. Через данную точку провести плоскость, параллельную данной плоско-
сти (рис. 10). На рис. 10, е дано исходное условие задачи — плоскость Г(a  b) и 
точка А. На рис. 10, б задача решена – А  a  b) ,так как aa  bb. 
На рис. 10, в дано другое решение – новая плоскость задана горизонталью и фрон-
талью. На рис. 10, г, д, е через заданную точку А проведены плоскости, парал-
лельные заданным проецирующим плоскостям. 
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Рис. 10 
 
б) П е р п е н д и к у л я р н о с т ь. 

Рис. 11 
Если одна сторона прямого угла параллельна плоскости проекций, а другая 

является прямой общего положения, то прямой угол проецируется на эту плос-
кость проекций без искажения, то есть, – в прямой же угол. Если прямая перпен-
дикулярна  плоскости в пространстве, то на комплексном чертеже горизонтальная 
проекция прямой перпендикулярна горизонтальной проекции горизонтали, а 
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фронтальная проекция перпендикулярна  фронтальной проекции фронтали, при-
надлежащим этой плоскости. 

13. Из точки опустить перпендикуляр на линию уровня (рис. 11). 
На рис. 11 а, б, в  из заданной точки А опущен перпендикуляр на заданную линию 
уровня соответственно: A  n   h, так как A1  n1   h1;  A  n   f, так как 
A2  n2   f2;  A  n   p, так как A3  p3   h3. 

Рис. 12 
14. Из точки опустить перпендикуляр  на плоскость общего или частного по-

ложения (рис. 12). 
На рис. 12 а дано исходное условие – 

плоскость Г(ВСD) и точка А, а на рис. 12, б – 
решение задачи  A  n   Г, так как A1  n1   
h1  и A2  n2   f2. На рис. 12, г, д, е из заданной 
точки 4 опущены перпендикуляры на задан-
ные проецирующие плоскости. 

15. В точке, принадлежащей плоскости, 
восставить перпендикуляр к этой плоскости. 
Решение этой задачи показано на рис. 12, в – В 
 n Г(ВСD). 

16. Через точку провести плоскость, 
перпендикулярную данной прямой. (рис. 13). 
Г(h  f)  l, так как h   l  f   l. Рис. 13 



 16

17. Через точку провести плоскость, перпендикулярную данной плоскости 
(рис. 14). 

Рис. 14 
На рис. 14, а дано исходное условие задачи — плоскость Г (a  b) и точка А, 

на рис. 14, б, в – соответственно два ее решения: (h  f) , так как    b и 
(h  f) , так как n   . 

 
Задачи на определение общих элементов геометрических фигур из усло-

вия принадлежности 

Рис. 15 
При пересечении геометрических фигур с проецирующей плоскостью одна 

из проекций их общего элемента совпадает с проекцией проецирующей плоскости 
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(которая вырождается в прямую). Поэтому решение этого типа задач, в конечном 
счете, сводится к построению второй проекции искомой геометрической фигуры, 
если положение одной из них известно. 

18. Построить точку пересечения прямой l с проецирующими плоскостями 
(рис. 15). 

На рис. 15 а, б, в построена точка К пересечения прямой соответственно с 
фронтально проецирующей плоскостью  – (К=l  , с горизонтально проеци-
рующей плоскостью – (К=l  , с профильно проецирующей плоскостью  – 
(К=l  . 

Рис. 16 
19. Построить линию пересечения плоскости общего положения с проеци-

рующей плоскостью (рис. 16). 
На рис. 16, а, б, в  дано соответственно решение задачи: 

l = (a  b)  l = ABC)   l = (ABC)   

Рис. 17 
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20. Построить линию пересечения двух проецирующих плоскостей (рис.17). 
На рис. 17, а, б, в дано соответственно построение линии пересечения двух 

горизонтально проецирующих плоскостей – m =   , , двух фронтально проеци-
рующих плоскостей –m = (ABC)  (KLMN), горизонтально проецирующей 
плоскости  и фронтально проецирующей плоскости  (m1 = 1  m2 = 2). 

 
Способы преобразования комплексного чертежа 

21. Преобразовать прямую общего положения в прямую уровня: 
а) способом замены плоскостей проекций (рис. 18, а); 
б) способом вращения вокруг проецирующей прямой (рис. 18, б). 

Рис. 18 
          

22.Преобразовать линию уровня в проецирующую прямую: 

 

Рис.19 
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а) способом замены плоскостей проекций (рис. 19, а); 
б) способом вращения вокруг проецирующей прямой (рис. 19, б). 

23. Преобразовать плоскость общего положения в проецирующую: 
а) способом замены плоскостей проекций (рис. 20, а); 
б) способом вращения вокруг проецирующей прямой (рис. 20, б). 

Рис. 20 
24. Преобразовать проецирующую плоскость в плоскость уровня: 

а) способом замены плоскостей проекций (рис. 21, а); 
б) способом вращения вокруг проецирующей прямой (рис. 21, б). 

Рис. 21 
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25. Вращением вокруг линии уровня совместить точку с плоскостью уровня 
(рис. 22). 

На рис. 22 вращением вокруг горизонтали точка А совмещена с горизон-
тальной плоскостью уровня Г. 

26. Определить истинную величину отрезка прямой способом прямоуголь-
ного треугольника (рис. 23). 

На рис. 23 истинная величина отрезка [AB] определена дважды. Одновре-
менно найдены углы наклона отрезка к горизонтальной (угол ) и к фронтальной 
(угол ) плоскостям проекций. 

          Рис. 22 
 
 
 

 2. ПОЗИЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ 
 

Задачи, в которых определяется относительное положение или общие эле-
менты геометрических фигур, называются позиционными. К ним относятся задачи 
на принадлежность точки некоторой линии или линии и точки какой – либо по-
верхности, задачи, выражающие отношения между геометрическими фигурами, 
задачи на определение общих элементов геометрических фигур. Элементарные за-
дачи этого класса рассмотрены в § 1. 

Позиционные задачи, в которых определяются общие элементы (точки или 
линии) геометрических фигур, подразделяются на первую и вторую позиционные. 
К первой позиционной относятся все задачи, в которых определяются точки (одна 
или несколько) пересечения линии и поверхности. 

Ко второй позиционной — все задачи, в которых определяется линия (одна 
или несколько) взаимного пересечения двух поверхностей. 

Рис. 23 
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2.1.Первая позиционная задача 
(построение точек пересечения линии и поверхности) 

В зависимости от вида и взаимного расположения линии и поверхности то-
чек их пересечения может быть одна или несколько. В основу их построения по-
ложен способ вспомогательных поверхностей, в соответствии, с которым по-
строение точек пересечения линии l и поверхности  (независимо от их вида) 
осуществляется по следующей схеме (рис. 24): 

1. Через данную линию l проводим вспомо-
гательную поверхность . 

2. Определяем линию m пересечения вспо-
могательной  и заданной  поверхностей. 

3. Отмечаем точки А и В пересечения линий 
l и m, которые являются Искомыми. 

В символической записи схема имеет вид: 
1) l  ; 
2) m; 
3) l  m    l  m  . 
 
 

   Рис. 24 
Примечание. Поскольку линии l и m принадлежат одной и той же вспомо-

гательной поверхности, они могут пересекаться, касаться и не иметь общих точек. 
В первом случае линия пересекается с поверхностью, во втором — касается ее, в 
третьем — не имеет с ней общих точек. 

Для конкретной задачи на основании общей схемы составляется алгоритм 
ее решения. Алгоритмом называется совокупность последовательных однознач-
ных операций, которые необходимо выполнить для решения данной задачи. Схе-
ма преобразуется в алгоритм, если конкретизировать первый пункт, т.е. точно 
указать вид и положение вспомогательной поверхности, которая выбирается для 
определения точек пересечения заданных линии и поверхности. Только после со-
ставления алгоритма можно перейти к решению (построению) задачи на ком-
плексном чертеже. 

В качестве вспомогательных поверхностей наиболее часто применяются 
плоскости (общего и частного положения) и проецирующие цилиндрические по-
верхности. Выбор вида и положения вспомогательной поверхности определяется 
главным образом следующими факторами: 

1. Видом заданной линии. Если, например, линия l прямая, то в качестве 
вспомогательной — выбирается плоскость. 

2. Требованием простоты и точности построения на комплексном чертеже. 
Для выполнения этого требования вспомогательную поверхность следует по воз-
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можности выбирать так, чтобы проекции линии ее пересечения с заданной по-
верхностью были графически простыми линиями, т.е. прямолинейными отрезка-
ми или дугами окружности. Иногда для выполнения этого условия приходится 
прибегать к преобразованию комплексного чертежа. 

Ниже рассматриваются примеры решения типовых задач на определение 
точек пересечения прямой линии и поверхности. 

Алгоритмы их решения составлены в соответствии с общей схемой решения 
первой позиционной задачи, рассмотренной выше. 

Задача 1. Определение точки пересечения прямой линии общего положения 
с плоскостью общего положения. 

При определении точки К пересечения прямой l общего положения с плос-
костью Г(АВС) общего положения (рис. 25) в качестве вспомогательной поверх-
ности должна быть применена какая-либо проецирующая плоскость. Выберем, 
например, фронтально проецирующую плоскость  и составим алгоритм решения 
(рис. 25, а): 

1) l     П2, через прямую l проводим фронтально проецирующую плос-
кость ; 

2)     (1-2),  определяем прямую (1-2) пересечения плоскостей Г и ; 

3 (1-2)  l = K, отмечаем точку К пересечения прямых (1-2) и l, которая и 
является искомой. 

Рис. 25 

Рис. 25 
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П о с т р о е н и е. На рис. 25, б  дана графическая реализация этого алго-
ритма. Первый пункт алгоритма отражается на чертеже записью 2 = l2, т.е. фрон-
тальные проекции прямой и плоскости совпадают. Найдена фронтальная (12-22) и 
горизонтальная (11-21) проекции прямой (1-2). Точка К1=l1(11-21) является гори-
зонтальной проекцией искомой точки К. Ее фронтальная проекция определяется 
из условия принадлежности заданной прямой при помощи вертикальной линии 
связи (К2  l2). 

При построении последовательно решены элементарные задачи 6, 19 и 2. 
Считая, что заданная плоскость Г(АВС) непрозрачна, определим видимость 

прямой относительно плоскостей проекций по горизонтально конкурирующим 
точкам 4 и 5 и фронтально конкурирующим точкам 1 и 3. Из расположения фрон-
тальных проекций (42 и 52) точек 4 и 5 очевидно, что прямая справа от точки К 
находится под плоскостью Г(АВС) и, следовательно, невидима относительно П1. 
Аналогично определена видимость прямой относительно П2. Рассмотренный ал-
горитм применим для решения любых задач на пересечение прямой с плоскостью 

общего положения. 
В частном случае, когда прямая яв-

ляется проецирующей (рис. 26), можно 
обойтись без применения вспомогатель-
ной плоскости. Решение сводится к эле-
ментарной задаче 8. 

 
Задача 2. Определение точек пересе-

чения прямой линии с поверхностью мно-
гогранника. 

Решение этой задачи сводится к оп-
ределению точек пересечения прямой с 
гранями многогранника и выполняется по 
алгоритму, аналогичному предыдущему. 

Определение точек M и N пересече-
ния прямой l с поверхностью пирамиды  
показано на рис. 27. 

 
 

А л г о р и т м  (рис. 27, а): 

1) l     1 (может быть выбрана    2); 
2)     (1-2-3); 
3) (1-2-3)  l = M    (1-2-3)  l = N. 
П о с т р о е н и е. Проводим через прямую l горизонтально проеци-

рующую плоскость; на чертеже l1 = 1. Находим горизонтальную (11-21-31) и 
фронтальную (12–22–32) проекцию замкнутой ломаной (1–2–3) пересечения плос-
кости и поверхности пирамиды. 
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Отмечаем М2 = (12–22–32)  l2  и  N2 = (12–22–32) и по линиям связи находим 
M1  l1 и N1  l1. 

При построении последовательно решены элементарные задачи 6, 19 (ре-
шена дважды) и 2 (решена дважды). 

Поверхность многогранника считается непрозрачной. Видимость прямой l 
относительно плоскостей проекций определяется по видимости граней. Рассмот-

ренный алгоритм применим для определения точек пересечения прямой с любым 
многогранником.  

Рис. 28 

Рис. 27 
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В частных случаях, когда грани являются проецирующими плоскостями 
(рис. 28, а) или прямая занимает проецирующее положение (рис. 28, б), примене-
ние рассмотренного алгоритма нецелесообразно. В первом случае решение сво-
дится к элементарной задаче 18 (на рис. 28, а решена дважды), во втором — к за-
даче 8. 

Задача 3. Определение точек пересечения прямой линии и сферы. 
В задаче на рис. 29, а требуется определить точки М и N пересечения сферы 

Ф с фронталью f(АВ). В качестве вспомогательной целесообразно применить 
фронтальную плоскость уровня   l, так как окружность m сечения сферы Ф 
этой плоскостью спроецируется на П2 без искажения. 

А л г о р и т м: 
1) f   2;  
2)     m; 
3) m  f  M  m  f  N. 

П о с т р о е н и е. Проведена   2: на чертеже 1 = f1. Построена фрон-
тальная проекция m2 линии m =   . Определены М2 = m2  f2 и N2 = m2  f2,  
по линиям связи найдены M1  f1  и  N1  f1. 

В задаче на рис. 29, б требуется построить точки М и N пересечения сферы 
Ф с прямой (АВ) общего положения. В качестве вспомогательной применена го-

Рис. 29 Рис. 29 



 27 

ризонтально проецирующая плоскость   (АВ). Окружность сечения сферы этой 
плоскостью спроецируется на П2 в эллипс. Во избежание построения эллипса 
плоскость  преобразована в плоскость уровня способом замены плоскостей про-
екций. На П4 линия сечения спроецируется в окружность, т.е.  в системе плоско-
стей П1 / П4 задача аналогична предыдущей. 

Сначала найдены проекции М4 и N4 искомых точек М и N, а затем обратным 
преобразованием – М1, N1 и М2,N2. 

Задача 4. Определение точек пересечения прямой линии с поверхностью 
конуса. 

В задаче (рис. 30) требуется  определить точки М и N пересечения прямой l 
общего положения с поверхностью Ф конуса вращения. Применение проецирую-
щей плоскости в качестве вспомогательной в данном случае нецелесообразно, так 
как в сечении получится кривая второго порядка, которую нужно строить по точ-
кам. Плоскость же общего положения, проходящая через вершину конуса и за-
данную прямую, пересечет его по образующим. 

А л г о р и т м   (рис. 30, а): 
1) S  l  m 
2) S - 4 - 5 
3) S-4  l M    S-5  l N 
П о с т р о е н и е  (рис.30, б). Для определения образующих S4 и S5, по ко-

торым плоскость пересекает поверхность конуса Ф, предварительно построена 
линия (2 - 3) пересечения плоскости  с плоскостью Г основания конуса. Найдены 

Рис. 30 
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горизонтальные проекции 41 и 51 точек 4 и 5 пересечения прямой (2 - 3) с окруж-
ностью основания конуса, затем построены горизонтальные проекции (S1-41) и 
(S1-51) образующих (S-4) и (S-5) и найдены точки М1 и N1, а затем по линиям свя-
зи точки М2 и N2. 

На рис. 31 даны частные случаи построения точек пересечения прямой ли-
нии и кривой поверхности, когда применение рассмотренных алгоритмов нецеле-
сообразно. При построении точек пересечения прямой l с поверхностью цилиндра 
(рис. 31, а) решены элементарные задачи 18 – (найдена точка N) и 2 – (найдена 
точка М). При построении точек пересечения прямых i и n с поверхностью конуса 
(рис. 31, б) дважды решена элементарная задача 8. При построении точек М и N 
пересечения горизонтально проецирующей прямой m с поверхностью тора      
(рис. 31, в) решена элементарная задача 8. 

 

Рис. 31 
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Рис. 32 

2.2. Вторая позиционная задача 
(построение линии пересечения двух поверхностей) 

Две поверхности пересекаются по линии (совокупности линий), которая од-
новременно принадлежит каждой из них (рис. 32). В зависимости от вида и вза-
имного положения поверхностей линия их пересечения может быть прямой, пло-
ской или пространственной ломаной, плоской или пространственной кривой. 

 Построение этой линии (не-
зависимо от ее формы) сводится к 
построению ряда точек, одновре-
менно принадлежащих каждой из 
пересекающихся поверхностей. Ли-
ния, соединяющая эти точки в оп-
ределенном порядке, будет иско-
мой. Точки, образующие линию пе-
ресечения, делятся на опорные и 
промежуточные. 

Опорными точками являются: 
1) точки, лежащие на участ-

вующих в пересечении ребрах многогранника; 
2) точки, в которых линия пересечения пересекает линию видимого контура 

поверхности относительно той или иной плоскости проекций. Проекции этих то-
чек располагаются на очерковой линии соответствующей проекции поверхности и 
называются очерковыми. В этих точках проекция линии пересечения касается 
очерка проекции поверхности. В случае пересечения поверхности с плоскостью 
очерковые точки делят соответствующую им проекцию линии пересечения на ви-
димую и невидимую части и называются точками смены видимости. При пересе-
чении двух поверхностей (ни одна из них не является плоскостью) не каждая из 
очерковых точек будет точкой смены видимости. 

3) экстремальные точки, то есть самая близкая и самая дальняя точки линии 
пересечения относительно той или иной плоскости проекций. 

Основным способом построения точек, принадлежащих искомой линии пе-
ресечения, является способ вспомогательных поверхностей. 

В соответствии с ним построение произвольной точки А, принадлежащей 
линии l пересечения поверхностей  и  (независимо от их вида) осуществляется 
по следующей общей схеме (рис. 32): 

1. Вводится вспомогательная поверхность , пересекающая заданные по-
верхности  и . 

2. Определяются линии m и n пересечения вспомогательной поверхности  
с каждой из заданных. 

3. Отмечается точка А пересечения построенных линий m и n, которая явля-
ется искомой, так как одновременно принадлежит данным поверхностям  и  и, 
следовательно, линии  их пересечения. 

В символической записи схема имеет вид: 

Рис. 32 
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1)     ; 
2)     m        n; 
3) m  n = A. 
Многократное применение указанного способа позволяет определить доста-

точное количество точек (опорных и промежуточных), принадлежащих линии пе-
ресечения. При решении конкретной задачи необходимо на основании общей 
схемы составить алгоритмы для построения опорных и промежуточных точек ли-
нии пересечения. Схема преобразуется в алгоритм, если конкретизировать ее пер-
вый пункт, то есть точно указать вид и положение вспомогательной поверхности. 
В качестве вспомогательных поверхностей наиболее часто применяются плоско-
сти (способ вспомогательных плоскостей) или сферы (способ вспомогательных 
сфер). Любая из введенных вспомогательных поверхностей должна пересекать 
каждую из заданных по таким линиям, проекции которых были бы, как правило, 
графически простыми линиями, то есть прямыми или окружностями. Для по-
строения опорных точек вспомогательные поверхности должны быть выбраны 
так, чтобы они пересекали заданные поверхности по тем линиям, которым при-
надлежат опорные точки. Например, при построении очерковых точек поверхно-
стей вращения вспомогательная плоскость должна проходить через главный ме-
ридиан или экватор. Высшую и низшую точки линии пересечения поверхности  
вращения с плоскостью и двух поверхностей вращения можно определить, руко-
водствуясь тем, что они располагаются в общей плоскости симметрии для каждой 
пары пересекающихся поверхностей. 

Следует обратить внимание на то, что при решении конкретной задачи каж-
дая из опорных точек требует составления своего особого алгоритма построения, 
в то время как промежуточные точки могут быть построены на основании одного 
и того же алгоритма. Ниже рассматриваются примеры решения типовых задач на 
построение линии пересечения двух поверхностей. 

Задача 1. Построение линии пересечения двух плоскостей (поверхностей 
первого порядка) общего положения С и DEF) (рис. 33, 34). 

Линия пересечения двух плоскостей является прямой и, следовательно, 
определяется двумя различными точками (M и N), одновременно принадлежа-
щими обеим плоскостям. Каждая из них определяется по алгоритму, составлен-
ному на основании общей схемы решения второй позиционной задачи. В каче-
стве вспомогательных поверхностей выбираются плоскости частного положе-
ния (проецирующие или плоскости уровня). Возьмем, например, горизонталь-
ную плоскость уровня  и составим алгоритм в символической записи для опре-
деления точки M. 

1)   1    ABC    DEF); 
2)   С = (A - 1)    DEF) = (2 - 3); 
3) (A - 1)  (2 - 3) = M. 
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Определение второй точки N, принадлежащей линии пересечения плос-
костей, выполняется по аналогичному алгоритму. Прямая, соединяющая точки 
M и N, является искомой. 

Построение. Графическая реализация алгоритмов определения точек M и 
N представлена на рис. 33, где показаны вспомогательные плоскости уровня  и 
 и решены элементарные задачи 19 (решена четырежды) и 8 (решена дважды). 
При построении проекций линий пересечения плоскости  с заданными плос-
костями достаточно было бы точек F и 4, так как эти линии параллельны лини-
ям пересечения плоскости  с заданными плоскостями. 

Так как пересекающиеся плоскости ограничены треугольниками, на чер-
теже выделен только отрезок [KL] линии (MN) пересечения плоскостей. 

Решение этой задачи значительно упрощается, если построить не произ-
вольные точки M и N линии пересечения, а непосредственно точки K и L, огра-

Рис. 33 
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ничивающие отрезок [KL]. Это решение представлено на рис. 34. Точка К най-
дена как точка пересечения стороны [DE] треугольника DEF с плоскостью 
(ABC), а точка L = [BC]  (DEF), то есть дважды решена первая позицион-
ная задача. 

Определение видимости проекций сторон треугольников, выполненное при 
помощи фронтально конкурирующих точек 1 и 6 и горизонтально конкурирую-
щих точек 4 и 5, показано только на рис. З4. 

Задача 2. Построение линии пересечения многогранника с плоскостью. 
Линия пересечения многогранника с плоскостью (рис. 35) является плоской 

ломаной линией, вершины которой — точки пересечения ребер, а стороны — ли-

Рис. 34 Рис.34 
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нии пересечения граней многогранника с плоскостью. В соответствии с этим ис-
комая линия может быть определена двумя частными способами, вытекающими 

из основного: 
1) построением линий пересечения 

граней многогранника с плоскостью, т.е. 
многократным решением второй пози-
ционной задачи; 

2) построением точек пересечения 
ребер многогранника с плоскостью, т.е. 
многократным решением первой пози-
ционной задачи. 

Второй способ графически более 
прост. Кроме того, вершины ломаной 
являются опорными точками линии пе-
ресечения и их желательно получить не-
посредственным построением. Поэтому 
второй способ построения линии пере-

сечения многогранника с плоско-
стью является предпочтительным. 

Решение задачи о построе-
нии линии пересечения пирамиды  
SАВС с плоскостью общего поло-
жения Г показано на рис. 36. По-
строение вершин К, L и М ломаной 
выполнено по алгоритму первой 
позиционной задачи. Например, 
алгоритм для определения точки 
К= Г  (SA) имеет вид: 

1) (SA)     П2; 
2) Г   (1 - 2); 
3) (1 - 2)  (SA) =K. 

Точки L и М определены 
аналогично. Полученные проекции 
вершин соединены прямыми с уче-
том их видимости относительно П1 
и П2.  

На рис. 37 показано построение 
линии пересечения треугольной 
пирамиды тремя фронтально про-
ецирующими плоскостями Г, , . 
Применение общей схемы решения 
в данном случае нецелесообразно, 

Рис. 35 

Рис. 35 

Рис. 36 
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решение сводится к многократному решению элементарных задач 18, 5 и 8.  

Задача 3. Построение линии пересечения кривой поверхности с плоскостью. 
Линия l (рис. 38) пересечения кривой поверхности  с плоскостью  пред-

ставляет собой плоскую кривую. Построение опорных (A, B, C и D ) и промежу-
точных (1 и 2) точек кривой выполняется в соответствии со схемой, приведенной 
в начале данного параграфа. В качестве вспомогательных поверхностей выбирают 
плоскости, положение которых в пространстве определяется условиями, также 
изложенными ранее. 

На рис. 39, а показано построение линии пересечения поверхности  конуса 
вращения фронтально проецирующей плоскостью , пересекающей все образую-
щие конуса. Линией пересечения в данном случае является эллипс, для построе-
ния проекций которого найдены все опорные точки и ряд промежуточных. 

Для построения очерковых (относительно П2) точек выполнены следующие 
операции: 

1) Проведена вспомогательная фронтальная плоскость уровня , проходя-
щая через ось конуса вращения. 

Рис. 37 Рис. 38 
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2) Определены линии пересечения заданных поверхностей  и  со вспомо-

гательной плоскостью . В результате пересечения  и  получится фронтальный 
очерк конуса, а пересечение  и  происходит по фронтали f. 

3) Точки А и В пересечения фронтального очерка и фронтали являются ис-
комыми. 

П о с т р о е н и е. Проведена вспомогательная плоскость 1 = f1. Отмечены 
фронтальные проекции А2 и В2 искомых точек А и В в пересечении очерка фрон-
тальной проекции конуса (проекции главного меридиана) и фронтальной проек-
ции f2 = 2 фронтали f. Затем, по линиям связи найдены горизонтальные А1, В1 и 
профильные А3, В3 проекции точек А и В из условия принадлежности их плоско-
сти . 

Рис. 39 
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Точки Е и F (очерковые относительно П3) определены по аналогичному ал-
горитму. Они являются точками смены видимости проекции эллипса на П3. 

Вспомогательная плоскость  является общей плоскостью симметрии для 
конуса  и плоскости  . Поэтому найденные очерковые точки А и В являются 
одновременно и экстремальными — высшей и низшей относительно П1, наиболее 
и наименее удаленными относительно П3. Они ограничивают большую ось [АВ] 
эллипса, которая проецируется на П2 в отрезок [A2B2]  2. Экстремальные точки 
C и D (наиболее и наименее удаленные относительно П2) ограничивают малую 
ось [CD] эллипса, которая является отрезком фронтально проецирующей прямой 
n. На П2 она проецируется в точку n2, делящую отрезок [А2В2] пополам. Для по-
строения точек С и D в качестве вспомогательной выбрана горизонтальная плос-
кость уровня   n, пересекающая конус  по окружности m, а плоскость  — по 
прямой n. 

Алгоритм в символической записи имеет вид: 
1) n   1      ; 
2)     n     m; 
3) m  n  C, D. 
Рис. 39, б иллюстрирует принцип построения точек C и D и им подобных. 

На чертеже (рис. 39, а) проведена 2  n2, построены m1 и n1, отмечены точки C1 = 
m1  n1 и D1 = m1  n1, по линиям связи найдены C2=D2 и C3, D3 из условия при-
надлежности точек   поверхности конуса. 

3. Для построения промежуточных точек целесообразно использовать в 
качестве вспомогательных горизонтальные плоскости уровня, которые можно 
проводить в любом месте между низшей А и высшей В точками. Построение 
промежуточных точек 1 и 1 , показанное на рис. 39, a, выполнено с помощью 
вспомогательной плоскости Г по алгоритму, аналогичному предыдущему. Со-
ставьте и запишите его самостоятельно. 

Полученные проекции точек на П1 и П2 соединены соответственно плавны-
ми кривыми, которые являются эллипсами. На П2 эллипс сечения конуса плоско-
стью Г проецируется в отрезок [АВ].  

На рис. 40 показано построение другого конического сечения (гиперболы) с 
помощью горизонтально проецирующих плоскостей, проходящих через вершину 
конуса и пересекающих его по образующим. 

На рис. 41 построены линии пересечения конуса тремя плоскостями Г, , и 
, образующими сквозное отверстие. Определите вид линии пересечения каждой 
плоскостью. 

Для определения опорных и промежуточных точек в задачах, данных на 
рис. 40 и 41, самостоятельно составьте алгоритмы. 

На рис. 42 выполнено построение линии пересечения сферы с фронтально 
проецирующей плоскостью . Сфера пересекается с плоскостью по окружности, 
которая в данном случае проецируется на П1 и П3 в эллипсы, а на П2 в отрезок 
[А2В2]  2. Решение задачи (составление алгоритмов и построение) аналогично 
решению задачи, данной на рис. 39. 
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Примечание. Линия пересечения кривой поверхности проецирующей плос-
костью (рис. 39, 40, 41 и 42) может быть построена без применения общей схемы 

решения второй позиционной задачи. Опорные и промежуточные точки искомой 
линии можно найти на основании принадлежности их кривой поверхности, так 
как одна проекция линии пересечения задана. 

На рис. 43 построена линия пересечения сферы  плоскостью общего по-
ложения l  m). Окружность сечения проецируется на плоскости проекций в 
эллипсы. Задача сведена к предыдущей (рис. 42) путем замены системы плоско-
стей П2/П1 системой П4/П1, в которой плоскость  является проецирующей (при 
построении использована элементарная задача 18).  

Рис 40 
Рис 41 
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В системе П4/П1 найдены экстремальные точки А и В (высшая и низшая), 
ограничивающие малую ось эллипса, точки С и D, ограничивающие большую ось 
эллипса, точки E и F — очерковые относительно П1.  Горизонтальные проекции Е1 
и F1 этих точек являются точками смены видимости горизонтальной проекции эл-
липса. В системе П4/П1 показано построение промежуточных точек 5 и 6. Обрат-

ным преобразованием найдены фронтальные проекции перечисленных точек. 
Очерковые относительно П2 точки К и L найдены в системе П2/П1 с помощью 
фронтальной плоскости уровня  по алгоритму: 

1) О    П2  ; 
2)     f       g; 
3) f  g = K, L. 
В системе П2/П1 можно найти очерковые относительно П1 точки E и F и 

достаточное количество промежуточных точек с помощью горизонтальных плос-
костей уровня, например, точки 5 и 6 — с помощью плоскости Г(Г2), а систему 
П4/П1 использовать только для построения экстремальных точек А, В, С и D. Про-

 Рис. 42 
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екции К2 и L2 точек К и L являются точками смены видимости фронтальной 
проекции кривой. 

Задача 4. Построение линии пересечения двух многогранников. 
Линия пересечения двух многогранников (рис. 44) представляет собой одну 

замкнутую пространственную ломаную линию, в случае врезки, или две замкну-
тые ломаные (плоские или пространственные), в случае проницания. 

Во всех случаях вершинами ломаной будут точки пересечения ребер перво-
го многогранника с гранями второго и ребер второго многогранника с гранями 
первого, а сторонами — отрезки прямых, по которым пересекаются грани обоих 
многогранников. Решение задачи заключается в нахождении вершин или сторон 
ломаной. В первом случае задача сводится к многократному построению точки 
пересечения прямой (ребра) с плоскостью, во втором — к многократному по-
строению линии пересечения двух плоскостей. 

Рис 43 
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В большинстве случаев при решении 
задачи определяют вершины ломанной 
(опорные точки линии пересечения), а затем 
соединяют отрезками прямых те пары вер-
шин, которые принадлежат одной и той же 
грани первого многогранника и одновремен-
но одной и той же грани второго. 

На рис. 45 построена линия пересече-
ния поверхностей пирамиды SABCD и приз-
мы, грани которой являются профильно про-
ецирующими плоскостями. Построение точек 
пересечения ребер пирамиды с гранями 
призмы выполнено без применения вспомо-

Рис. 44 

Рис. 45 
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гательных плоскостей – отмечены профильные проекции 13, 23, З3, 43, 73, 83, 93, 
103 искомых точек 1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10 и по линиям связи найдены их фронталь-
ные и горизонтальные проекции. Точки 5 и 6 пересечения верхнего ребра приз-
мы с поверхностью пирамиды найдены по алгоритму первой позиционной зада-
чи с помощью фронтальной плоскости уровня  (см. задачу на рис. 27). Полу-

ченные вершины соединены в соот-
ветствии с приведенным  выше пра-
вилом. Точки, принадлежащие ниж-
ней грани призмы и одновременно 
граням SAB, SBC, SCD, SAD после-
довательно соединенные отрезками 
прямых, образуют плоскую замкну-
тую ломаную линию 7–8–9–10–7. 
Ломаная 1–2–3–6–4–5–1 пересечения 
граней SAB, SBC, SCD, SAD пирами-
ды с гранями призмы является про-
странственной. Видимыми относи-
тельно какой-либо плоскости проек-
ций являются звенья ломаной, яв-
ляющиеся линиями пересечения двух 
видимых относительно соответст-
вующих плоскостей проекций граней 
призмы и пирамиды. На основании 
этого видимыми относительно П2 яв-
ляются звенья 5–4 и 4–6, а относи-
тельно П1 — все звенья ломаной, 1–2–
3–6–4–5–1.  Если хотя бы одна из 
граней любого многогранника неви-
дима относительно какой-либо плос-
кости проекций, то невидимы и при-
надлежащие ей звенья ломаной. По-
этому невидимы относительно П2 
звенья 5–1–2–3–6, а относительно П1 
— все звенья ломаной. 7–9–10–7. 

На рис. 46 построена линия пе-
ресечения пятиугольной усеченной пирамиды с треугольной призмой, грани ко-
торой являются фронтально проецирующими плоскостями. Точки 5, 6, 7, 8 пе-
ресечения ребер пирамиды с гранями призмы найдены как точки пересечения 
прямой с проецирующей плоскостью, а точки 1, 1 , 2, 2 , 3, 3 пересечения ре-
бер призмы с поверхностью пирамиды и точка 4 пересечения ребра пирамиды с 
поверхностью призмы — из условия принадлежности их поверхности пирами-
ды. Соединение вершин и определение видимости звеньев ломаных выполнено 
так же, как в предыдущей задаче. 

Рис. 46 
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Задача 5. Построение ли-
нии пересечения многогранной и 
кривой поверхностей. 

 
Линия пересечения много-

гранной и кривой поверхностей 
является совокупностью не-
скольких плоских кривых, каж-
дая из которых — результат пе-
ресечения кривой поверхности с 
одной из граней многогранника 
(рис. 47). Эти плоские кривые 
попарно пересекаются в точках 
пересечения ребер многогранни-
ка с кривой поверхностью. В 
случае проницания эта совокуп-Рис. 47 

Рис. 48 
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ность плоских кривых распадается на две или более части. Построение каждой 
из этих кривых выполняется в соответствии с указаниями, данными в начале п. 
2.2 данного параграфа. Алгоритмы построения опорных и промежуточных то-
чек аналогичны рассмотренным в задачах 3 и 4, п. 2.1 и в задаче 3, п. 2.2 данно-
го параграфа. 

На рис. 48 построена линия пересечения правильной треугольной пира-
миды SABC со сферой . 

Для определения очерковых относительно П2 точек D и Е через ось вра-
щения сферы проведена фронтальная плоскость уровня , пересекающая сферу 
по главному меридиану, а пирамиду — по треугольнику S–4–5 и т.д. по схеме. 
Построена фронтальная проекция S2–42–52 треугольника сечения и в пересече-
нии ее с очерком фронтальной проекции сферы (проекцией главного меридиа-
на) получены фронтальные проекции D2 и E2 искомых точек. Их горизонталь-
ные проекции D1 и E1 найдены по линиям связи из условия принадлежности то-

Рис. 49 
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чек D и Е плоскости . Точки D2 и E2 являются точками смены видимости 
фронтальной проекции кривой. 

Построение точки 1 пересечения ребра SC пирамиды со сферой  выпол-
нено с помощью плоскости : (SC   П1) с использованием преобразования 
системы П2/П1 в систему П4/П1, в которой. плоскость  является фронтальной 
плоскостью уровня (см. решение 1-й позиционной задачи 3, на рис. 29, б). 

Плоскость  является общей плоскостью. симметрии сферы Ф и грани 
SAB пирамиды. Поэтому точка 24 является проекцией на П4 низшей точки 2 ли-
нии пересечения грани SAB пирамиды и сферы Ф. Проекции 21 и 22 точки 2 по-
строены обратным преобразованием. 

Примечание. Так как пирамида   SАВС правильная, и ее высота проходит 
через центр сферы, высоты точек 1 и 1   равны высоте точки 1, а высоты точек 
2 и 2 — высоте точки 2. 

На чертеже показано построение промежуточных точек с помощью гори-
зонтальной плоскости уровня Г(Г2), пересекающей сферу по окружности, а пи-
рамиду по треугольнику, подобному основанию. Точки пересечения этих линий 
— искомые. При построении опорных и промежуточных точек линии пересече-
ния использованы элементарные задачи 1,3, 4, 11, 19. Найденные точки соеди-
нены с учетом видимости плавными кривыми. Полученные проекции линии пе-
ресечения - совокупность частей эллипсов, являющихся проекциями трех дуг 
окружностей пересечения сферы с плоскостями общего положения (гранями 
пирамиды). Видимой относительно П2 является часть кривой, расположенная 
перед плоскостью , а относительно П1 вся кривая невидима, так как располо-
жена под плоскостью экватора сферы. 

На рис. 49 построена линия пересечения поверхностей конуса и треуголь-
ной призмы. Эта линия со-
стоит из совокупности ду-
ги окружности, части ги-
перболы и части эллипса. 
Построение точек пересе-
чения ребер призмы с по-
верхностью пирамиды вы-
полнено по алгоритму пер-
вой позиционной задачи 
(см. п. 2.1 данного пара-
графа), опорные и проме-
жуточные точки эллипса 
найдены так же, как в за-
даче на рис. 39. Построе-
ние промежуточных точек 
гиперболы, выполненное с 
помощью горизонтальной 
плоскости уровня , ясно Рис. 50 
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из чертежа. Видимы на П1 проекции линий, которые принадлежат видимым от-
носительно П1 граням, а на П3 — проекции линий, принадлежащие видимым 
относительно П3 граням призмы и расположенных слева от профильной плоско-
сти уровня . 

 
 
 
 
 

Рис. 51 
Так как грани призмы являются проецирующими плоскостями, задачу 

можно решить на основании принадлежности точек линии пересечения граням 
призмы и кривой поверхности, т.е. многократно решить элементарную задачу 5. 
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Так выполнено построение точек линии пересечения поверхностей цилиндра и 
призмы (рис. 50). Линия пересечения представляет собой совокупность эллипса, 
окружности и пары образующих. Видимость проекции линии на П2 определена 
на основании общих положений. 

Задача 6. Построение линии пересечения двух кривых поверхностей. 
Линия пересечения двух кривых поверхностей (рис. 32) в общем случае 

(случай врезки) представляет собой пространственную кривую, которая может 
распадаться не две или более части (случай проницания.). Точки этой линии 
(опорные и промежуточные) определяются при помощи основного способа по-
строения линии пересечения поверхностей, изложенного в начале п. 2.2 по схе-
ме, приведенной там же. 

На рис. 51, а построена линия пересечения сферы Ф и цилиндра вращения 
. Построение опорных А, В, С, D и промежуточных 1, 1 , 2, 2 точек линии пе-
ресечения выполнено на основании общей схемы решения второй позиционной 
задачи по однотипному алгоритму (рис. 51, в): 

1)   2       
2)    l (окружность)      m, n (прямолинейные образующие)  
3) l  m  1 l  n = 2. 
Экстремальные (низшая и высшая) точки А и В построены с помощью 

плоскости  (рис. 51, а) — общей плоскости симметрии заданных поверхностей. 
Так как  // П2, она пересекает обе поверхности по их главным меридианам. По-
этому фронтальные проекции А2 и В2 искомых точек, полученные как точки пе-
ресечения очерков фронтальных проекций поверхностей сферы и цилиндра, яв-
ляются очерковыми одновременно для обеих поверхностей. Экстремальные 
точки С и D(наиболее и наименее удаленные от П2) определены с помощью 
плоскостей Г и Г. Так как кривая А–1–С–2–В–2–D–1–A симметрична относи-
тельно плоскости , фронтальные проекции ее видимой и невидимой частей 
совпадают (С2 = D2, 12 = 12, 22 = 22). 

Задача, на рис. 51, б, отличается от предыдущей только тем, что общая 
плоскость симметрии  заданных поверхностей, проходящая через их оси вра-
щения, не параллельна П2. Горизонтальные проекции А1 и В1 низшей и высшей 
точек линии пересечения найдены из условия принадлежности их плоскости  и 
поверхности цилиндра, фронтальная проекция А2 — из условия принадлежно-
сти точки А поверхности сферы. Построение всех остальных точек (в том числе 
и высшей точки В) аналогично рассмотренному в задаче на рис. 51 а. 

Очерковые точки С, D, E и F, принадлежащие соответственно главным 
меридианам цилиндра и сферы, построены с помощью плоскостей  и  . Точки 
С2 и D2 являются точками смены видимости фронтальной проекции кривой. Ви-
димой относительно П2 является часть кривой, расположенная перед плоско-
стью . На рис. 51, г в увеличенном масштабе показано расположение очерко-
вых точек F2 и D2 и видимость проекции кривой и очерков фронтальных проек-
ций поверхностей. 
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В задаче на рис. 52 решение выполнено с помощью фронтальных плоско-
стей уровня ,  на основании общей схемы реше-
ния второй позиционной задачи. Алгоритм определения опорных и промежу-
точных точек составьте самостоятельно. 

Задача на рис. 53 решена на основании принадлежности точек  линии пе-
ресечения поверхностям цилиндра и конуса, т.е. сведена к многократному ре-
шению элементарной задачи 8, так как горизонтальная проекция линии пересе-
чения задана т. е. совпадает с горизонтальной проекцией цилиндра. 

На рис. 54 показано построение линии пересечения поверхностей конуса 
вращения  и наклонного цилиндра вращения  способом концентрических 
сфер. 

Очерковые относительно П2 точки А и В (они же высшая и низшая) опре-
делены с помощью  общей, плоскости симметрии  // П2. Применение вспомога-
тельных плоскостей для построения других точек не дает графически простого 
решения. 

 
Так как оси заданных поверхностей вращения пересекаются и параллель-

ны П2 (принадлежат общей плоскости симметрии ), качестве вспомогательных 

Рис.52 
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поверхностей могут быть выбраны сферы с общим центром в точке О пересече-
ния осей заданных поверхностей. Эти сферы соосны с каждой из поверхностей 
и пересекаются с ними по окружностям. Построение выполняется на основании 
общей схемы решения второй позиционной задачи по однотипному алгоритму: 

1)  Rmin  R  Rmax),  – сфера;  
2)    m      k, – m, k – окружности; 
3) m  k = 1,1. 
Графическая реализация алгоритма показана на рис. 54. Окружности m и 

k проецируются на П2 в виде отрезков  прямых[m2] и [k2], так как плоскости 
этих окружностей перпендикулярны осям поверхностей вращения. Точки 12 = 
12 пересечения отрезков [m2] и [k2] являются совпавшими фронтальными про-
екциями искомых точек 1,1. Горизонтальные проекции 11 и 11 этих точек рас-
полагаются на горизонтальной проекции m1 окружности m. Точки С и D смены 
видимости кривой относительно П1 определены как точки пересечения обра-
зующих n и n цилиндра с линией пересечения (А – 3 – 1 – 2 – B – 2 – 1 – 3 – 

A). 
Построение линии пересечения 

поверхности конуса вращения  и час-
ти тора  способом эксцентрических 
сфер изображено на рис. 55. Очерковые 
относительно П2 точки А и В опреде-
лены с помощью фронтальной плоско-
сти уровня . Применение вспомога-
тельных плоскостей для определения 
остальных точек здесь, как и в преды-
дущем примере, не дает графически 
простого решения. Так как оси задан-
ных поверхностей не пересекаются, то 
не могут быть применены в качестве 
вспомогательных поверхностей и кон-
центрические сферы. Но заданные по-
верхности имеют общую плоскость 
симметрии , семейства окружностей, 
и могут быть построены сферы, пере-
секающие одновременно обе поверхно-
сти по этим окружностям. Такие сферы 
с центрами (О, О, ...), расположенны-
ми в различных точках оси конуса и 
использованы в качестве вспомога-
тельных поверхностей для дальнейше-
го решения задачи. 

 
 Рис.53 



 49

 
 
Для нахождения центров вспомогательных сфер отмечены фронтальные 

проекции [12–22] , [52–62] окружностей m, n сечения тора плоскостями, ,  
проходящими через ось тора. Искомые центры находятся в точках, например, О, 
пересечения перпендикуляров к плоскостям этих окружностей, проведенных 
через их центры, например, через О, с осью конуса вращения. Построение всех 
промежуточных точек выполняется по однотипному алгоритму. 

Рис.54
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1) R) — сфера; 
2)    = m,    = n, m и n — окружности; 
3) m  n = D, D. 
Дальнейшее ясно из чертежа. 

 
Рис.55
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На рис. 56 показано применение способа эксцентрических сфер для построения 
линии пересечения эллиптического конуса и конуса вращения. Предварительно 
с помощью сферы, имеющей двойное прикосновение с поверхностью эллипти-
ческого конуса, определено направление плоскостей, пересекающих последний 
по окружностям. Дальнейшее решение аналогично решению предыдущей зада-
чи. 

  

Рис.56
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На рис. 57 построена линия пересечения поверхностей конуса и цилиндра, 
описанных около одной к той же сферы. На основании теоремы Монжа искомая 

линия пересечения распа-
дается на две плоские 
кривые второго порядка, 
плоскости которых долж-
ны проходить через пря-
мую, соединяющую точки 
пересечения линий каса-
ния. 

Экстремальные 
(они же очерковые отно-
сительно П2) точки А и В 
построены с помощью 
общей плоскости симмет-
рии   П2. Построены 
фронтальные проекции 
[12-22] и [32-42] окружно-
стей касания сферы соот-
ветственно поверхностей 
конуса и цилиндра, отме-
чены фронтальные про-
екции 52=52 точек 5 и 5 
пересечения  окружно-
стей.   Прямая  (5-5), со-
единяющая точки 5 и 5 
пересечения линий каса-
ния, является фронтально 
проецирующей, плоско-
сти искомых кривых, 
проходящие через пря-
мую (5-5) — фронтально 
проецирующие, и, следо-
вательно, искомые кри-
вые (в данном случае час-
ти эллипсов) проециру-

ются на П2 в отрезки прямых  [А2–52] и  [В2–52]. Дальнейшее построение ясно из 
чертежа. 

 

Рис.57 
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 3. МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 
Метрическими называются задачи, связанные с измерением расстояний и 

угловых величин. В них определяются действительные величины и форма гео-
метрических фигур, расстояния между ними и другие характеристики по их 
метрически искаженным проекциям. Решение метрических задач основано на 
том, что любая плоская фигура, параллельная плоскости проекций, проецирует-
ся на эту плоскость в конгруэнтную фигуру. 

Поэтому при решении метрических задач широко используются способы 
преобразования комплексного чертежа, а также теоретические положения, из-
ложенные в теме “Взаимно перпендикулярные прямые и плоскости”. 

 В данном параграфе рассматриваются три группы метрических задач. К 
первой относятся задачи, в которых требуется найти расстояние между двумя 
геометрическими фигурами; ко второй — задачи на определение действитель-
ных величин плоских фигур и углов; к третьей группе принадлежат задачи, свя-
занные с построением в плоскости общего положения геометрических фигур по 
заданным размерам. 

3.1. Задачи на определение расстояния между геометрическими фигурами 
Искомое расстояние во всех задачах этой группы измеряется длиной от-

резка, заключенного между заданными геометрическими фигурами и перпенди-
кулярного к одной из них (задачи 1 и 4) или одновременно к обеим (задачи 2, 3 
и 5). Этот отрезок проецируется в конгруэнтный ему отрезок на плоскость про-
екцией, которая будет перпендикулярна одной (задачи 1, 3 и 4) или обеим (зада-
чи 2 и 5) геометрическим фигурам, между которыми определяется расстояние. 
Отсюда вытекает общая схема решения задач этой группы.   

1. Одним из способов преобразования комплексного чертежа привести обе 
заданные геометрические фигуры (или одну из них) в положение, перпендику-
лярное какой – либо плоскости проекций.   

2. Построить проекцию искомого отрезка на этой плоскости. 
На основании этой схемы составляется алгоритм решения каждой кон-

кретной задачи этой группы. 
Выбирая способ преобразования комплексного чертежа при составлении 

алгоритма, следует исходить из требований компактности чертежа, четкости и 
простоты графических операций. 

Примеры. 
Задача 1. Определение расстояния от точки M до прямой общего положе-

ния l (рис. 56). 
Искомое расстояние измеряется длиной отрезка перпендикуляра, опущен-

ного из точки М на прямую l. Отрезок [MN] спроецируется в конгруэнтный ему 
отрезок на плоскости проекций, перпендикулярную прямой l. Пользуясь схемой, 
составляем алгоритм решения. 

1. Преобразовать прямую в проецирующую прямую способом замены 
плоскостей проекций. 
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2. Построить проекцию 
отрезка  на плоскость П5  l, 
длина которого определяет ис-
комое расстояние. 

П о с т р о е н и е.  Для 
преобразования прямой l обще-
го положения в проецирующую 
выполнены две последователь-
ные замены плоскостей проек-
ций: вначале прямая преобразо-
вана в линию уровня, а затем 
линия уровня преобразована в 
проецирующую прямую, т.е. 
последовательно решены эле-
ментарные задачи 21 и 22. По-
строены проекции М4 и М5 точ-
ки М в системе П4/П5. Отрезок 
[M5N5] является искомым: 
[M5N5]  [MN]. На рис. 58 пока-
зано построение проекций 
[M4N4], [M1N1], [M2N2] отрезка 
[MN] обратным преобразовани-
ем. 

Задача 2. Определение 
расстояния между параллель-
ными прямыми l и m (рис. 59). 

Расстояние между двумя параллельными прямыми l и m определяется 
длиной отрезка, перпендикулярного к ним. Алгоритм этой задачи аналогичен 
предыдущему. 

Задача 3. Определение расстояния между скрещивающимися прямыми l и 
m (рис. 60). 

Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми l и m определяется 
длиной отрезка [MN], одновременно перпендикулярного к обеим прямым. На 
плоскость, перпендикулярную к одной из них, этот отрезок спроецируется в ис-
тинную величину. Отсюда вытекает алгоритм решения: 

1. Преобразовать прямую m (или l) в проецирующую прямую способом 
замены плоскостей проекций. 

2. Построить проекцию [M5N5] отрезка [MN] на плоскость П5  m, длина 
которой определяет искомое расстояние. 

П о с т р о е н и е.  При помощи двойной замены плоскостей проекций 
прямая m преобразована в проецирующую, построены проекции l4 и l5 прямой l 
и проекция [M5N5] отрезка [MN]. Величина [M5N5] является искомым расстоя-
нием. На рис. 60 показано построение проекций этого отрезка в системе П2/П1. 

Рис. 58 
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Задача 4. Определение расстояния 
от точки М до плоскости общего поло-
жения Г(АВС). 

Расстояние от точки до плоскости 
Г(АВС) измеряется длиной отрезка 
[MN], перпендикулярного к плоскости 
Г(АВС). 

Алгоритм решения: 
1. Преобразовать плоскость Г в 

проецирующую способом замены плос-
костей проекций. 

2. Построить проекцию [M4N4] от-
резка [MN] на плоскость П4. 

П о с т р о е н и е. Последователь-
но решены элементарные задачи 23 и 
14. Длиной M4N4 определяется иско-
мое расстояние. Обратным преобразо-
ванием построены проекции [M1N1], 
[M2N2] отрезка [MN]. 

Задача 5. Определение расстояния 
Рис. 61 Рис. 61 

Рис. 62 



 56

между параллельными плоскостями общего положения Г(l  m) и (l  m) 
(рис. 62). 

Расстояние между параллельными Плоскостями определяется длиной от-
резка, перпендикулярного к этим плоскостям и ограниченного ими. 

Алгоритм: 
1. Преобразовать плоскости Г и  способом замены плоскостей проекций 

в проецирующие.  
2. Построить проекцию [M4N4] отрезка [MN] на плоскость П4.  
Рассмотренные задачи являются типовыми метрическими задачами этой 

группы, на их основании решаются многие другие задачи. 
Примечание. Задачи 1 … 5 можно решать по следующей схеме: вначале 

определить метрически искаженные проекции искомого отрезка, пользуясь тео-
ретическими положениями темы “Взаимно перпендикулярные прямые и плос-
кости”, а затем способом прямоугольного треугольника определить его действи-
тельную величину. 

3.2. Задачи на определение действительных величин плоских геометриче-
ских фигур и углов между ними 

 Общей схемой решения задач этой группы является приведение заданной 
плоской фигуры или плоскости угла в положение, параллельное одной из плос-
костей проекций. 

При выборе способа преобразования комплексного чертежа следует стре-
миться к простоте графических операций, их четкости и наименьшему количе-
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ству. В этом смысле способ вращения вокруг линии уровня является наиболее 
целесообразным для решения большинства задач данной группы, так как дает 
решение путем одного преобразования комплексного чертежа. 

Примеры. 
Задача 1. Определение действительной величины плоской фигуры. 
На рис. 63 показано определе-

ние действительной величины тре-
угольника АВС способом вращения 
вокруг линии уровня. Плоскость тре-
угольника АВС вращением вокруг 
горизонтали h повернута до совме-
щения с горизонтальной плоскостью 
уровня Г (см. элементарные задачи 4 
и 25). 

На рис. 64 решение аналогич-
ной задачи выполнено способом за-
мены плоскостей проекций (см. эле-
ментарные задачи 4, 23 и 24).  

 
 
 

Задача 2. Определение величины угла, образованного двумя пересекаю-
щимися прямыми. Задачу решите самостоятельно аналогично предыдущей. 

Рис. 63 

Рис. 64 
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Задача 3. Определение величины угла, образованного прямой и плоско-
стью (рис. 65, 66). 

Величина угла  наклона прямой l к плоскости  (рис. 65) измеряется ве-
личиной линейного угла, образованного этой прямой и ее прямоугольной про-
екцией на данную плоскость. Для определения угла , следовательно, необхо-
димо: 

1. Из произвольной точки А 
прямой l опустить перпендикуляр 
на плоскость . 

2. Определить точки К и N 
пересечения  соответственно пря-
мой l и построенного перпендику-
ляра с плоскостью . 

3. Определить истинную ве-
личину угла  одним из способов 
преобразования чертежа. 

Задача становится проще 
(можно избежать выполнения 

пункта 2), если вместо угла  определить угол , дополнительный к углу , а за-
тем найти  из соотношения  = 90 - . Тогда алгоритм будет выглядеть так: 

1. Из точки А прямой l опустить перпендикуляр n  на плоскость . 
2. Преобразовать плоскость угла Г(l  n) в плоскость уровня для опреде-

ления истинной величины угла . Решение задачи выполните самостоятельно. 
На рис. 66 дано другое решение аналогичной задачи. Величина угла  ме-

жду прямой l и плоскостью АВС) определена путем трех преобразований чер-
тежа. 

Рис. 65 

Рис. 66 
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Алгоритм: 
1. Преобразовать плоскость АВС) в проецирующую. Построить проек-

цию l4 прямой l. 
2. Преобразовать полученную проецирующую плоскость в плоскость 

уровня. Построить проекцию l5 прямой l.  
3. Вращением вокруг прямой, перпендикулярной плоскости уровня и со-

ответствующей плоскости проекций, повернуть прямую l до положения, парал-
лельного второй плоскости проекций. 

П о с т р о е н и е. На рис. 66 первые два пункта выполнены способом за-
мены системы плоскостей проекций П2/П1 на П4/П5, определена точка К  пересе-
чения l и . Вращением вокруг оси iП5 (причем i  К) прямая l приведена в по-
ложение, параллельное П4. Угол  – иско-
мый. 

Задача 4. Определение величины угла 
между двумя плоскостями (рис. 67, 68). 

Угол между плоскостями Г и  (рис. 
67) измеряется одним из его линейных уг-
лов, обычно острым, полученным при пере-
сечении этих плоскостей третьей, перпен-
дикулярной к ним. 

Если линия пересечения плоскостей Г 
и  (ребро двугранного угла) не задана, то 
прямой путь определения искомого угла 
требует ряда дополнительных построений. 
Их можно избежать, оп-
ределяя угол , заклю-
ченный между перпенди-
кулярами m и n, опущен-
ными из произвольной 
точки N на заданные 
плоскости Г и . Най-
денный угол  является 
искомым, если он ост-
рый; если же угол  ту-
пой, то искомый угол  
определяется из соотно-
шения  = 180 -  

Тогда алгоритм 
будет иметь вид: 

1. Из точки N про-
вести прямые m   Г и n. 

2. Преобразовать плоскость m  n) угла  в плоскость уровня. 

Рис. 67 

Рис. 68 
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Построение по этому алгоритму выполните самостоятельно. 
На рис. 68 показано определение двугранного угла, образованного плос-

костями Г(АВС) и (ВСD), когда ребро (ВС) искомого угла задано. Задача ре-
шена преобразованием ребра (ВС) в проецирующую прямую. При построении 
использован способ замены плоскостей проекций. 

3.3. Задачи на построение в плоскости общего положения геометрических 
фигур по заданным размерам 

Общей схемой решения задач этой группы является: 
1) преобразование заданной плоскости общего положения в плоскость 

уровня; 
2) решение в плоскости уровня заданной метрической задачи; 
3) перенесение решения на исходные проекции обратным преобразовани-

ем. 
Наиболее целесообразным оказывается применение способа замены плос-

костей проекций или вращения вокруг линии уровня. 
Задача. В плоскости Г(a  b) построить равносторонний треугольник 

АВС, если радиус описанной окружности равен R (рис. 69). 

Алгоритм: 
1. Преобразовать плоскость Г(a  b) в плоскость уровня. 
2. Построить в плоскости уровня равносторонний треугольник АВС. 
3. Обратным преобразованием построить проекции А1В1С1 и А2В2С2 тре-

угольника АВС. 

Рис. 69 
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П о с т р о е н и е.  Плоскость Г(a  b) преобразована в плоскость уровня 
способом замены плоскостей проекций, построены проекции треугольника АВС 
в системе плоскостей проекций П4/П1, а затем обратным преобразованием ре-
шение перенесено в исходную систему плоскостей проекций. 

 
 4. КОМПЛЕКСНЫЕ ЗАДАЧИ 

Комплексными называются задачи, в которых на искомое накладывается 
два или более условий. Решение таких задач выполняется по следующей общей 
схеме: 

1) вводятся вспомогательные геометрические фигуры (множества), каждая 
из которых в отдельности удовлетворяет одному из условий, наложенных на ис-
комое; 

2) искомое определяется как результат пересечения введенных в задачу 
вспомогательных множеств. 

При решении конкретной комплексной задачи первый пункт приведенной 
выше общей схемы необходимо расшифровать, т.е. точно указать, сколько и ка-
кие именно, вспомогательные множества (по виду и положению) должны быть 
введены для определения искомого. Этот вопрос может быть решен только по-
сле проведения анализа условий задачи. 

Анализ является первым этапом решения задачи. Он преследует следую-
щие цели: 

а) изучить заданные геометрические фигуры и представить их пространст-
венное расположение, выявить искомое; иногда искомым является сложная фи-
гура, но для ее построения бывает достаточно найти точку, прямую или кривую 
линию и искомая фигура будет определена, т.е. в основной части задачи иско-
мым будет не вся фигура, а только ее часть; 

б) установить взаимосвязь искомого с каждой из заданных геометриче-
ских фигур, т.е. определить условия, которым он должен удовлетворять; каждое 
выявленное условие должно быть однозначным, например, искомая прямая 
должна проходить через заданную точку и пересекать заданную прямую; 

в) выявить геометрические фигуры, каждая из которых является множест-
вом элементов, удовлетворяющих одному из условий наложенных на искомое. 
Например, через заданную точку можно провести множество прямых, пересе-
кающих заданную прямую, множество таких прямых есть плоскость.  

Таким образом, анализ позволяет наметить содержание и последователь-
ность пространственных операций, необходимых для определения искомого, т.е. 
составить алгоритм решения задачи. В алгоритме следует задать выявленные в 
анализе фигуры так, чтобы можно было решать задачу методами начертатель-
ной геометрии. В каждом конкретном случае задание фигур и выбор способа 
построения их пересечения определяется формой геометрических фигур, поло-
жением их в  пространстве  и  условием, что при введении  вспомогательных по- 
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верхностей линии пресечения должны быть по возможности простыми (прямы-
ми или окружностями). 

Исследование проводится с целью выявления условий существования ре-
шения и количества решений. При этом заданным фигурам придаются различ-
ные положения в пространстве относительно друг друга и выявляется количест-
во решений при различных вариантах расположения фигур. 

Только после составления алгоритма и исследования задачи можно при-
ступать к построению на комплексном чертеже, т.е. к графической реализации 
алгоритма. При этом следует выполнить в установленной алгоритмом последо-
вательности известные из предыдущих разделов курса элементарные построе-
ния, не задумываясь уже над расположением заданных и возникающих в про-
странстве геометрических фигур. 

Решая конкретную задачу на комплексном чертеже, нужно выбрать такой 
путь, который позволит найти искомое при наименьшем количестве графиче-
ских построений. Решение в этом смысле, как правило, будет и более точным. 
Выбор рационального пути не зависит от алгоритма решения задачи и является 
вопросом, связанным только с построением. 

При решении комплексных задач приходится пользоваться множествами, 
наиболее употребительные из которых приведены ниже. 

1. Множество всех точек плоскости, находящихся на положительном рас-
стоянии от данной точки плоскости, есть окружность. 

2. Множество точек плоскости угла, равноудаленных от его сторон, есть 
биссектриса этого угла. 

3. Множество точек пространства, находящихся на положительном рас-
стоянии от данной точки, есть сфера. 

4. Множество точек пространства, равноудаленных от двух данных точек, 
есть плоскость, проходящая через середину отрезка соединяющего данные точ-
ки, и к нему перпендикулярная. 

5. Множество точек пространства, равноудаленных от данной прямой, 
есть поверхность кругового цилиндра, осью которого является данная прямая. 

6. Множество точек пространства, равноудаленных от двух пересекаю-
щихся прямых, есть две плоскости, проходящие через биссектрисы углов, обра-
зованных прямыми, и перпендикулярные к плоскости, определяемой прямыми. 

7. Множество точек пространства, равноудаленных от двух параллельных 
прямых, есть плоскость, проходящая через середину общего перпендикуляра к 
прямым и перпендикулярная к нему. 

8. Множество точек пространства, равноудаленных от данной плоскости, 
есть две плоскости, параллельные данной плоскости и расположенные по раз-
ные от нее стороны на данном расстоянии. 

9. Множество точек пространства, равноудаленных от двух пересекаю-
щихся плоскостей, есть две биссекторные плоскости двугранных углов, образо-
ванных этими плоскостями. 
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10. Множество прямых, параллельных плоскости и удаленных от нее на 
заданное расстояние, есть плоскость, параллельная заданной и удаленная на то 
же расстояние. 

11. Множество прямых, перпендикулярных к прямой и проходящих через 
заданную точку, есть плоскость, перпендикулярная к прямой и проходящая че-
рез эту точку. 

12. Множество прямых, проходящих через данную точку и пересекающих 
данную прямую, есть плоскость, определяемая данной точкой и данной прямой. 

13. Множество прямых, проходящих через данную точку н составляющих 
угол  с заданной плоскостью, есть поверхность прямого кругового конуса, 
вершина которого принадлежит данной точке, а образующие составляют угол  
с данной плоскостью. 

14. Множество прямых, проходящих через определенную точку на данной 
прямой и наклоненных к последней под заданным углом  есть поверхность 
прямого кругового конуса, осью которого является данная прямая. 

Примеры решения комплексных задач 
Задача 1. Построить вы-

соту [BD] треугольника АВС 
(рис. 70). 

Анализ. 
1. Искомым является от-

резок [BD] некоторой прямой, 
которую назовем m. 

2. Прямая m должна 
проходить через точку В и 
быть перпендикулярной сто-
роне (АС) треугольника АВС. 

Этому условию соответ-
ствует множество прямых, 
проходящих через точку В и 
перпендикулярных прямой 
(АС). Множество, состоящее 
из таких прямых есть плос-
кость , проходящая через 
точку В и перпендикулярная 
прямой (АС). 

3. Прямая m должна 
проходить через точку В и пе-
ресекать прямую (АС). 

Этому условию соответ-
ствует множество прямых, 
проходящих через точку В и 
пересекающих прямую (АС). 

Рис. 70 



 64

В символической записи анализ примет следующий вид. 
1. Искомое — прямая m; 
2. {m: (B  m  (AC))} = ; 
3. {m: (B  m  (AC))} = Г. 
На основании анализа и общей схемы, данной в начале параграфа, состав-

ляем алгоритм решения задачи: 
1) В  h  f  (АС);  
2) Г(АВС) – задана; 
3)   Г = m(BD) 
И с с л е д о в а н и е.  Задача имеет единственное решение, так как две 

плоскости пересекаются по прямой (собственной или несобственной). 
П о с т р о е н и е. Графическое выполнение алгоритма видно из чертежа 

плоскость  проходит через точку В и перпендикулярна (АС), так как h   (АС) 
и f   (АС). При определении линии пересечения плоскостей найдена только од-
на точка искомой линии, так как вторая точка В, общая обеим плоскостям, зада-
на. Точка D определена как точка пересечения прямой (АС) с плоскостью . Та-
ким образом, решение задачи на комплексном чертеже сведено к последова-
тельному решению элементарных задач 16, 6, 19, 2, затем проведены проекции 
искомой прямой: (В1D1) и (В2D2). 

В качестве искомого, в этой задаче можно рассматривать точку D, поло-
жение, которой определяется условиями: а) точка D должна принадлежать пря-
мой (АС) и б) точка D должна принадлежать прямой m, проходящей через В и 
перпендикулярной той же прямой (АС). В  m  (АС). 

 
Анализ.        Алгоритм. 
1) Искомое — точка D,     1) (AC) — задана, 
2) {D: (D  (AC))} = (AC),    2) B  (h  f)  (АС),  
3) {D: (D  m  B  m  (АС)}= .   3) (AC)   = D. 
Задача 2. Через точку А провести прямую l, перпендикулярную прямой m 

и параллельную плоскости Г(ab) (рис. 71). 
Анализ.       Алгоритм. 
1) Искомое — прямая l,     1) А  h  f)  m, 
2) {l: (A  l  m)} =   m,    2) A  (ab) , 
3) {l: (A  l Г)} = .    3)    = l. 
Исследование. Так как обе геометрические фигуры, выявленные при ана-

лизе, являются плоскостями, задача имеют одно решение (две плоскости пере-
секаются по прямой линии собственной или несобственной). 

 
Построение. Точка А — общая для плоскостей   . Вторая общая точка 

В определена как точка пересечения прямой b плоскости  с плоскостью . 
(рис. 71). 
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Задача 3. На прямой (АВ) найти точку С, равноудаленную от сторон m и n 

линейного угла (рис. 72). 
Анализ.         Алгоритм. 
1) Искомое — точка С,       1) (АВ) — задана, 
2) {C: (C  (AB))} = (AB),     2) l   (m  n) 
3) {C: (C, m = C, n )} =  l — биссектриса.  3) (AB)   = C. 
Исследование. Задача имеет одно решение, так как прямая пересекается с 

плоскостью в одной точке. 
Построение. В общем случае биссектриса угла не проецируется в биссек-

трису его проекции. Поэтому способом замены плоскостей проекций плоскость 
Г(m  n) угла преобразована в плоскость уровня, построены проекции (А4В4) и 
(А5В5) прямой (АВ) и задача решена в системе П4/П5: построена l5 — проекция 
биссектрисы l на П5, проведена 5 = l5, определены проекции С5 и С4 и найдены 
проекции С1 и С2 точки С.  

Задача 4. Построить прямую c, параллельную прямым a и b и удаленную 
от прямой а на расстояние r1,а от прямой b на расстояние r2 (рис. 73). 

Анализ.        Алгоритм. 
1) Искомое — прямая с,   1) Ф(а, r1), а – ось, r1 – радиус, 
2) {c: (c, a = r1)} =  – цилиндр,  2) Ф (b, r2), b – ось, r2 – радиус, 

Рис. 71 

Рис. 71 
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3) {c: (c, b = r2)} =  – цилиндр.  3) Ф  Ф = c  c. 
Исследование.  
1) a, b  (r1+ r2) Q = 0, 
2) a, b = (r1+ r2) Q = 1, 
3) a, b  (r1+ r2) Q = 2. 
Построение. Прямые a и b преобразованы в проецирующие. Тогда цилин-

дры на плоскость П5 проецируются в окружности радиусов r1 и r2. На П5 получе-
ны проекции с5 и с5 искомых прямых с и с как точки пересечения окружностей. 
Обратным преобразованием построены проекции прямых с и с в системе плос-
костей проекций П2/П1 (рис. 73).  

Рис. 72 
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Последовательно решены элементарные задачи 21 и 22, выполнено реше-
ние на плоскости проекций П5 и перенесено на исходный чертеж. 

Задача 5. Точки А, В, С принадлежат фронтально проецирующей плоско-
сти . Через точку А провести прямую m, удаленную от точки В на r1 = 25 мм, а 
от точки С на r2 = 20 мм (рис. 74). 

Анализ.      Алгоритм. 
1) Искомое — прямая m,   1) Ф((АВ), r1 = 25 мм )) 
2) {m: (m  A  m, B= r1)} = ,  2) Ф ((АС), С r2 = 20 мм))  
3) {m: (m  A  m, C= r2)} = .  3) Ф  Ф = m  m 

Рис. 73 
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Ф и Ф– конусы с вершиной в точке А, описанные вокруг сфер  и  с 
центрами в точках В и С и радиусами r1 = 25 мм и r2 = 20 мм – соответственно. 

Исследование. 
1) BC (r1+r2)  Q  2 
2) BC= (r1+r2) Q  1 
3) BC (r1+r2) Q  0. 

Рис. 74 

m4=m4 

m2 

m2 

m1 

m1 
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П о с т р о е н и е. Построение конусов Ф((АВ), r1 = 25 мм )) и 
Ф((АС), С r2 = 20 мм)) . понятны из чертежа (рис. 74). Линии (А–1) и (А–2) 
пересечения вспомогательных конусов . Ф и Ф построены с помощью вспомо-
гательной сферы с центром в точке А, пересекающей заданные конуса по ок-
ружностям. 

Задача 6. В треугольнике АВС найти точку К, отстоящую от прямой (ВС) 
на расстоянии l и от прямой q на расстоянии r (рис. 75). 

Анализ. 
 
1) Искомое – точка К, 
2) {K: (K  Г(ABC)  K,(BC) l} = m // (BC) – прямая, 

Рис. 75 
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3) {K: (K, q r} =  – цилиндр. 
 
Алгоритм.      И с с л е д о в а н и е.  
1) Г(АВС)  m // (BC),    m,q  r  Q = 2, 
2) Ф(q, R=r),     m,q = r  Q = 1, 
3) m  Ф =К.    m,q > r  Q = 0. 
 
П о с т р о е н и е. На рис. 75 дано решение задачи на комплексном черте-

же. Для построения прямой m(2-3), параллельной (ВС) на расстоянии l от нее, 
плоскость Г{АВС) вращением вокруг горизонтали h преобразована в плоскость 
уровня. Построена проекция m1(21-31), а затем обратным преобразованием – 
проекции m1(21-31) и m2(22-32)Поверхность цилиндра является горизонтально 
проецирующей, на П1 она проецируется в виде окружности с центром в точке q1 
и радиусом r. Точка пересечения этой окружности с прямой m1(21-31) даст гори-
зонтальную проекцию К1 искомой точки К. Фронтальная проекция К2 определе-
на по линиям связи из условия принадлежности. 

 
Задача 7. Через точку А прямой (АВ) провести прямую l, пересекающую 

прямую (СD) и образующую с прямой (AB) угол  (рис. 76). 
 
Анализ: 
1) Искомое – прямая l; 
2) {l: (A l  (CD))} =  – плоскость; 
3) {l: (A l ^ (АВ) = )} = Ф – конус. 
 
Алгоритм:       И с с л е д о в а н и е.  
1) АГ(А, (CD));     (АВ)^Г >   Q = 0; 
2) A Ф((AB), );     (АВ)^Г =   Q = 1; 
3) Г  Ф = l ,l.      (АВ)^Г <   Q = 2 
 
П о с т р о е н и е. 
Для упрощения построений на комплексном чертеже система плоскостей 

проекций П1/П2 преобразована способом замены плоскостей проекций в систему 
П4/П5 так, чтобы в новой системе прямая (АВ) стала проецирующей. Построены 
проекции прямого кругового конуса Ф((AB), ) в системе П4/П5, найдены про-
екции l5, l5 и l4, l4 искомых прямых, как линии пересечения конуса и плоскости. 
Отмечены проекции 55, 65 и 54, 64 точек 5 и 6 пересечения прямых l и l с прямой 
(CD). Все построения, выполненные в системе П4/П5, аналогичны рассмотрен-
ным в задаче 4 п. 2.1  2 (рис. 30). Обратным преобразованием найдены проек-
ции 51, 61 и 52, 62 точек 5 и 6, построены проекции l1, l1 и l2, l2 искомых прямых. 
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Рис. 76 
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 5. КОМБИНИРОВАННЫЕ ЗАДАЧИ 
Задачи, помещенные в данном параграфе, состоят из  сочетаний элемен-

тарных, позиционных и метрических задач. Поэтому при их решении нужно ис-
пользовать опыт, приобретенный при чтении пособия и решении типовых задач 
всех параграфов. 

Примеры. 
Задача 1. Построить плоскость, параллельную заданной плоскости Г(АВС) 

и отстоящую от нее на расстоянии l = 50 мм. Новую плоскость задать треуголь-
ником АВС, конгруэнтным заданному. Задачу решить без использования спо-
собов преобразования комплексного чертежа (рис. 77). 

Рис. 77 
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На основании задачи 5 п. 3.1  3 составляем алгоритм: 
1.Через точку А проводим прямую n, перпендикулярную плоскости 

Г(АВС). 
2.На прямой n находим точку А, расположенную на расстоянии l = 50 мм 

от точки А и, следовательно, от плоскости Г. 
3. Строим плоскость Г(АВС) // Г  Г  А. 
Построение.  Для нахождения точки А, расположенной на расстоянии l = 

50 мм от плоскости, предварительно определена истинная величина произволь-
ного отрезка перпендикуляра. Дальнейшее решение ясно из чертежа. Конгру-
энтность треугольников АВС и АВС достигается равенством их сторон. 

Задача 2. Построить: а) линию (DE) пересечения плоскостей (ABC) и 
(KLMN); б) ортогональную проекцию треугольника АВС на плоскость парал-
лелограмма KLMN (рис. 78). 

Рис. 78 Рис. 81 
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I.Задача 2 а представляет собой вторую позиционную задачу. Ее решение 
рассмотрено в  2 данного пособия (см. задачу 1, рис. 33, 34). 

II. Ортогональная проекция треугольника АВС на плоскость (KLMN), 
которую требуется построить в задаче 2 б, определяется ортогональной проек-
цией на эту плоскость трех его вершин. Поэтому, необходимо: 

1.Из точек А, В и С опустить на плоскость  перпендикуляры. 
2. Определить точки пересечения каждого из них с плоскостью . Алго-

ритм решения пункта 2 составляется на основании положений пункта 2.1  2. 
Построение. После того как построены проекции перпендикуляров, 

опущенных из вершин треугольника на плоскость параллелограмма, опреде-
ляется точка пересечения В перпендикуляра, опущенного из точки В с плос-
костью . Точки пересечения двух других перпендикуляров с плоскостью па-
раллелограмма определены из условия, что ортогональные проекции сторон 
треугольника на плоскость параллелограмма должны проходить через точки 
пересечения этих сторон с плоскостью параллелограмма. эти точки опреде-
ляются как точки пересечения линии пересечения треугольника и параллело-
грамма со сторонами треугольника. Поэтому проекция (А'В') стороны (АВ) на 
плоскость параллелограмма проходит через точку D, а проекция (В'С') сторо-
ны (BС) – через точку 5. 

Задача 3. Построить ромб ABCD, если диагональ ВD принадлежит прямой 
m, вершина А принадлежит прямой l и АС = 2ВD (рис. 79). 

План решения в пространстве: 
1. Выбираем на прямой l произвольную точку А(А1А2). 
2. А  (h  f)  m 
3. К =   m. 
4. К(АС)  m  АК = КС. Почему? 
5. Определяем истинные величины отрезков АК и КС способом пря-

моугольного треугольника. 
6. На прямой m от точки K откладываем отрезки КВ = КD = AК/ 2, ис-

пользуя способ прямоугольного треугольника. 
7. Прямые (АС) и (ВС) перпендикулярны и делятся в точке пересечения 

пополам, следовательно, являются диагоналями искомого ромба. 
Графическая реализация алгоритма на чертеже основана на умении ре-

шать элементарные задачи, рассмотренные ранее и понятна из чертежа. 
Задача имеет множество решений. Почему? 

Задача 4. Построить проекции и истинный вид сечения данной ком-
плексной поверхности  плоскостью общего положения Г(l  m) (рис. 80). 

1. Заданная комплексная поверхность из полусферы, конуса и призмы, т.е. 
необходимо решить задачи 2 и 3 пункта 2.2 параграфа 2. Алгоритмы решения 
должны быть составлены в соответствии с положениями параграфа 2. 
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Рис. 79 
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Построение. Для упрощения графических операций плоскость Г преобра-
зована в проецирующую, задача решена в системе плоскостей проекций П4/П1, 
а затем обратным преобразованием построена фронтальная проекция сечения. 
Вторая часть задачи — метрическая задача № 1 пункта 3.2 параграфа 3. В соот-
ветствии положениями этого раздела истинный вид сечения определен спосо-
бом замены плоскостей проекций. 

Задача 5. Построить: а) проекции линии пересечения поверхностей цилин-
дра и сферы, б) истинный вид сечения А-А (рис. 81). 

Рис. 81 
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I.Задача 5 а является второй позиционной задачей и решена в соответст-
вии с положениями пункта 2.2,  2. В качестве вспомогательнх поверхностей 
применены фронтальные плоскости уровня. 

II. Задача 5 б — метрическая задача 1 пункта 3.2,  3 и решена в соответ-
ствии с положениями этого параграфа способом замены плоскостей проекций. 

При построении действительного вида сечения А-А сначала построено се-
чение части сферы, ограниченное дугой окружности радиуса О434и двумя от-
резками прямых (см. чертеж). Затем построено сечение части цилиндра, ограни-
ченное эллипсом и отрезком [2424]. 

Задача 6. Поcтроить: а) линию пересечения цилиндра и конуса;  
б) развертки их боковых поверхностей (рис 82). 

1. Задача 6 а является второй позиционной задачей и решена в соответ-
ствии с положениями пункта 2.2,  2. В качестве вспомогательных поверхно-
стей выбраны фронтальная плоскость  и горизонтальные плоскости Г. На 
рис. 82 обозначены только характерные точки А и В — очерковые относи-
тельно П2, они же являются высшей и низшей точками; С и С — точки, при-
надлежащие очерковым относительно П1 образующим цилиндра, они же яв-
ляются экстремальными относительно П2 и точками смены видимости кривой 
относительно П1; D и D — самые левые точки относительно П3. 

Для построения развертки боковой поверхности цилиндра на произволь-
ной прямой нанесены точки 10, 20, и т.д. – произведено спрямление дуг окруж-
ности основания цилиндра способом малых хорд. В точках 10, 20, … восстанов-
лены перпендикуляры к прямой и на них отложены отрезки соответствующих 
образующих. Натуральные величины этих отрезков замерены на П2. Полученные 
точки B0, C0, D0, A0 (и необозначенные) соединены плавной кривой. Так как 
цилиндр имеет плоскость симметрии , на чертеже построена только половина 
развертки. Развертка боковой поверхности прямого конуса вращения представ-
ляет собой круговой сектор, радиус которого равен длине образующей конуса, а 
длина дуги сектора — длине окружности основания конуса (угол при вершине 
сектора  = r 360/l, где r – радиус окружности основания конуса, l – длина об-
разующей конуса). Для нанесения на развертку линии пересечения конуса и ци-
линдра построены образующие (S0-10), (S0-20), (S0-30) т.д., проходящие через 
точки линии пересечения. Положение точек 10, 20, 30, 40, 50 найдено путем 
разгибания дуги окружности основания конуса по способу хорд. Положение то-
чек D'0, С'0 и других найдено путем определения истинных величин соответст-
вующих отрезков способом вращения вокруг оси конуса (например, 
S0D'0S0D'S0C'0S0C' и т.д.). Так как коническая поверхность 
имеет плоскость симметрии, на чертеже построена половина развертки. 

Задача 7. На поверхности данного цилиндра вращения с эллиптическими 
основаниями провести геодезическую линию между точками А и В (рис. 83). 
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Для проведения искомой линии необходимо построить развертку боко-
вой. поверхности цилиндра. На рис. 83 она построена по способу нормального 
сечения. При помощи образующих цилиндра, . проходящих через точки А и 
В, на развертке найдены соответствующие им точки А0 и В0, которые затем 
соединены отрезком прямой. На развертке отмечены точки С0, D0 и т.д. пере-
сечения отрезка прямой [А0В0] с образующими цилиндра, проходящими через 
точки 20, 30 и т.д. При помощи точек C0, D0, E0, F0 и т.д. построены проекции 
искомой геодезической линии. 

Примечание. Геодезическая линия является кратчайшей из всех линий, 
которые можно провести на поверхности между двумя ее точками, и поэтому 
на развертке она преобразуется в прямую. 

Задача 8. Определить длину и проекции кратчайшего пути между точками 
А и В, принадлежащими поверхности пирамиды SKLM (рис. 84). 

Эта задача решена также с помощью развертки боковой поверхности пи-
рамиды. Длины ребер пирамиды определены способом прямоугольного тре-
угольника; с помощью прямых (S – 2) и (S – 1) на развертку нанесены точки А0 и 
В0, которые затем соединены отрезком прямой. С помощью точки С0 пересече-
ния отрезка [А В] с ребром [S0К0] построены проекции А2С2В2 и А1С1В1 ломаной 
АСВ, которая является искомой. 

Рис. 84 




